RELACIJE
Relaciju mozemo posmatrati kao povezivanje elemenata nekog skupa A sa elementima nekog skupa B ali za koju
znamo da su elementi skupa A u nekoj vezi ( relaciji ) sa elementima skupa B.
Najcesce se takvo povezivanje ( relacija ) posmatra samo u okviru jednog skupa.
Recimo posmatramo skup svih uéenika jedne $kole — skup S. Oznagimo sa X p y ¢injenicu da se udenik X € §

poznaje sa uéenikom y € S. Onda smo na taj naéin definisali jednu binarnu relaciju izmedu elemenata skupa S,
odnosno izmedu ucenika te $kole .

Definicija:

Neka je p podskup skupa X x Y . KaZe se da je element X € X u relaciji sa elementom y € Y ako i samo ako je
(xy, )ep. Tada se piSe X p Y, p je binarna relacija izmedju elemenata skupa X i elemenata skupa Y.

Kako sve moZemo predstaviti neku relaciju?

1. Mozemo neposredno nabrajati uredene parove koji su u toj relaciji. Medutim , to ume da bude naporno....
2. Mozemo koristiti tablicu relacije

3. Mozemo koristiti graf relacije

Evo primera na kome ¢emo probati da nau¢imo Sve tri opcije.

def .

Dat je skup A={1,2,3,4,6} i relacija p definisana sax yp &x/y (ovo je oznaka za x deli y)
Najpre da nabrojimo uredene parove koji zadovoljavaju ovu relaciju.

Krenemo od 1.

On najpre deli sam sebe, 1:1=1 pa je (1,1) prvi uredeni par, zatim 1 deli 2, tj 2:1=2 pa je drugi uredeni par (1,2),
dalje znamo da je svaki broj deljiv sa 1 pa su uredeni parovi : (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,6) za jedinicu.

Ovo znaci da je 1pl, 1p2, 1p3, 1p4, 1p6,.

Za 2 imamo:

2nedelil(1:2=05), 2deli2 , 2deli4 i 2deli6 pasuuredeniparovi (2,2),(2,4)i (2,6)

Za 3 imamo:

3 ne deli 1, ne deli 2, ne deli 4 pa zaklju¢ujemo (3,3) i (3,6) su parovi za trojku.

Za4i6 jejasnoda je4p4di6p6 odnosno ovde imamo uredene parove ( 4,4) i (6,6).
Sad zapiSemo sve uredene parove:

p={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,6), (2,2),(2,4),(2,6), (3,3),(3,6), (4,4),(6,6)} c Ax A



Ako Zelimo da ovo predstavimo tablicom, radimo sledece:
Napravimo tablicu 6 puta 6 ( jer ima 5 elementa )

Ako su dva elementa u relaciji, stavimo T a ako nisu u relaciji stavljamo L .

Na ovaj nac¢in smo dobili tablicu relacije.

Ako prikazujemo grafom, radimo sledece:



ko je s kim u relaciji
slika 3.

slika 1

svaki je u relaciji
sam sa sobom

slika 2.

Napisemo sve elemente kao da pripadaju kruznici ( ne mora bas idealna kruznica....) ( slika 1.)
Cinjenicu da je svaki u relaciji sam sa sobom na grafu predstavljamo tako §to napravimo kruzié sa strelicom.
(slika 2.)

Zatim gledamo ko je s kim u relaciji . Kako je 1 u relaciji sa 2 , to predstavimo malo zakrivnjenom linijom sa
strelicom prema 2, onda je 1 u relaciji sa 3 pa nacrtamo liniju sa strelicom od 1 ka 3 i tako dalje.
Na taj na¢in smo napravili graf relacije!

Osobine relacija

Posmatrajmo relaciju pcA xA . Zarelaciju p kazemo da je :
) (R) Refleksivna ako je (XA )(Xp x) t.j. svaki je u relaciji sam sa sobom .
i) (S) Simetri¢na ako je (V X,y € A)(xpy =Yy pX)tj.ako je x urelaciji say, onda jei Yy u relaciji sa x

iii)  (AS) Antisimetri¢na ako (V'x,y €A)(Xpyiypx =x=y)t].ako je x u relaciji say iy u relaciji sa x, to
znaci da su oni jednaki.

iv) (T) Tranzitivna ako (WX, y,z €A)(Xxpyiypz =Xpz)t]. ako je prviu relaciji sa drugim i drugi sa
tre¢im, onda je prvi u relaciji sa tre¢im.



Relacija ekvivalencije

Binarna relacija pc AxA je relacija ekvivalencije ako i samo ako ima osobine:
(R) Refleksivna ako je (V'x€A)(Xp x) t.j. svaki je u relaciji sam sa sobom .
(S) Simetri¢na ako je (V X,y €A)(xpy=YypX)t]j. akoje xurelacijisay,ondajei y urelaciji sax

(T) Tranzitivna ako (¥x,y,z €A)(XpYyiypz =Xxpz) t].ako je prviu relaciji sa drugim i drugi sa tre¢im, onda
je prvi u relaciji sa tre¢im.

Skra¢eno, ovu relaciju obelezavamo RST.
Primer 1.

Relacija “ = ““ ( jednakost) iz skupa R ( realnih brojeva) je relacija ekvivalencije. Zasto?
Ispitajmo koje osobine ona zadovoljava.....

1. (VxeR)(xpx) refleksivna je jer je svaki broj jednak sam sa sobom
2. (VXY €ER)(Xpy=YypX)simetricna je

3. (Vx,y,ZER) XpYyiypz=Xxpz)tranzitivna je.

Primer 2.

Relacija ,, paralelnost ” u skupu X svih pravih Euklidovog prostora je relacija ekvivalencije.
Opet ispitujemo koje osobine postoje.....

1. Refleksivna je jer je svaka prava paralelna sama sa sobom

2. Simetri¢na je jer ako je jedna prava paralelna sa drugom i druga je paralelna sa prvom

3. Tranzitivna je. Prva prava paralelna sa drugom i druga paralelna sa treCom, onda je i prva paralelna sa tre¢om.
Svaka relacija ekvivalencije stvara na skupu na kojem je data takozvane klase ekvivalencije.

Definicija:

Neka je p relacija ekvivalencije skupa X i x € X. Skup svih elemenata iz X koji su u relaciji p sa X zove se
klasa ekvivalencije elemenata x i oznacava se sa Cx.

To bi matematic¢ki mogli da zapisSemo Cyx ={ y| YEX A Xpy }.
Zapamtimo da za klase ekvivalencije vazi :

1) Svaka klasa ekvivalencije je neprazan skup ( ima bar 1 element).

2) Svake dve razlicite klase ekvivalencije su medjusobno disjunktne, to jest nemaju zajednickih elemenata.



Da bi ovo malo pojasnili, vratimo se na primer relacije paralelnost ““ ” za koju smo dokazali da je relacija
ekvivalencije. Klase ekvivalencije ovde Cine prave koje su medjusobno paralelne:
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\
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lreca klasa

W)

droga k asa

I tako dalje....
Sve prave koje su medjusobno paralelne ¢ine klasu ekvivalencije....

Relacija poretka

Binarna relacija pc A xA je relacija poretka ako i samo ako ima osobine:
(R) Refleksivna ako je (x€eA )(xp x) t.j. svaki je u relaciji sam sa sobom .

(AS) Antisimetri¢na ako (V'x,y EA)XpYyiypXx =2Xx=Y)t]. ako je x u relaciji sa y iy u relaciji sa x, to znaci da
su oni jednaki.

(T) Tranzitivha ako (VX,y,z €EA)(XpYyiypzZ =Xpz)tj.ako je prviu relaciji sa drugim i drugi sa tre¢im, onda
je prvi u relaciji sa tre¢im.

Skrac¢eno, ovu relaciju mozZemo zapisati RAST.

Primer 3:
Relacya "=" ( manje 1li jednako) u skupu realnih brojeva je relacija poretka.
Ispitajmo osobine:
(Vx e R)(x = x) svaki element je jednak sam sa sobom pa refleksivnost vazi
(Vx,ye R)(x £ ya y=x= x=y) antisimetriina je
(Vx,y,ze R)(x £ yay=z—=x<z) tranzitivna je
Dakle, ovo je relacija poretka.

Sad ¢emo uraditi nekoliko zadataka da jo$ malo pojasnimo stvari.



Zadatak 1.
U skupu 4=1{-2,-1.0,1,2} definisana je relacija xpy < x+y=0.
Nacrtati graf relacije 1 1spitati osobine relacije.

Redenje:
Najpre malo razmislimo. ... Relacija je definisana tako da kada saberemo dva broja iz skupa A njthov zbir bude 2.
Krenemo redom, od -2.

—2+(=2)=—4 dakle, nisu u relaciji

=2 +(=1)=-3 nisu u relacij

=2+0==2 nisu u relaci

=2+1==1 msuu relaci

=2+2=0 urelaciji su

Zakljutujemo da je —2 u relaciyi samo sa 2, ). —2p2 . Na grafu to je linya ¢1ja strelica ide ka 2.

Sad razmiiljamo za 1.

Ocigledno je samo —1+1=0_paje =1 urelaciji samosa 1 t). —=1pl (strelicaka 1)

Dalje zakljuéujemo da je :

0+0=0-=0p0
I+ (=1)=0=>1p(=1)
2+(=2)=0-2p(-2)

Imamo znaci da je:
p=1(-2,2),(-11),(0,0),(1,-1),(2,-2);

U tablici | to bi 1zgledalo ovako:

a
1 1 T 1 L1
L T L 1L
1 1
2 L 1 L L




Da ispitamo sada osobine .....

Refleksivnost iz tablice moZemo videti tako $to na glavnoj dijagonali moraju biti sve T ( tacno )
Nasa relacija nije refleksivana, jer nije svuda tacno!

Simetri¢nost iz tablice mozemo videti tako $to su svi simetri¢ni u odnosu na glavnu dijagonalu.

\?Iavna dijagonala

O | -2 -1 0 1 2
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-1 1 | T 1
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1 L T L L

2 T 1 1 L L

Prikazani samo neki koji su simetri¢ni, da ne zakomplikujemo sliku....Nasa relacija jeste simetri¢na!
Za tranzitivnost nam treba :

(T) Tranzitivna ako je prvi u relaciji sa drugim i drugi sa tre¢im, onda je prvi u relaciji sa tre¢im.
Kod nas je recimo (-2 ,2) i (2,—2) ali nije (—2, — 2) pa nije tranzitivna!

Dakle, od osobina imamo samo simetri¢nost.

Da vidimo kako bi izgledao graf:

-2

&

Sa grafa refleksivnost “ vidimo ” tako Sto svaki element ima strelicu sam u sebe, a kod nas ima samo 0, pa tako
zaklju€imo da nije refleksivna.

Simetri¢nost na grafu “ vidimo ” tako §to svaki element "vraca * strelicu onome elementu koji je “"poslao™.
Nasa relacija jeste simetri¢na!



Zadatak 2.

U skupu § = {x|x e N ax =7} definisana je relacyja (Vx,ye S):xpy < x=y (mod3).
Nacrtati graf relacije 1 1spitati osobine relacije.
Resenje:
Ova relacija se naziva relacija kongruencije. Sta to ustvari znaci?
x =y (mod3) znati da 3 deli razliku brojeva x 1 y | to jest, matematicki zapisano : 3| (x—y) ili se moZe reci da

brojevi x 1 v imaju st ostatak pri deljenju sa 3. Neki profesori vole zapis x=, y .
Da se vratimo na zadatak 1 odredimo najpre koji su elementi u skupu S:

5= §x|x eNAax<T}=1{1,234,5,67]

Sad razmisljamo ( naravno redom) koja razlika je deljivasa 3. .
1=-1=0-20:3=0 paje 1pl

l-4=-32-3:3=121p4

1-T=-6—2-6:3=-2-1p7

Sad za 2:

2-2=0-0:3=0paje 2p2

2-5=-39-3:3=-122p5

Nastavljamo tako postupak za svaki broj i dobijamo:

p={(1.1).(1,4).(1,7), (2.2),(2,5), (3,3),(3,6), (4.1),(4,4).(4.7), (5.2),(5.5), (6,3).(6:6), (7.1),(7.4.).(7.,7)}

Sad da nacrtamo graf relacije.

Mozemo kao i obi¢no da poredamo u krug brojeve i obelezavamo linijama sa strelicom koji je s kojim u relaciji.
Medutim, ovde je pametnije da najpre uocite “grupice” koje su medjusobno u relaciji!

Jednu “grupicu” Cine brojevi 1,4,7 , drugu grupicu 215, tre¢u 31 6.

Ovo je pametno raditi ovako jer odmah izdvajamo klase ekvivalencije!
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Da ispitamo osobine:

. (Vx e8)(x=x (mod3)) refleksivna je , na grafu vidimo da svaki ima strelicu “ u sebe”
2. (Vx,yeS)x=y (mod3) = y =x (mod3)) simetriéna je

3.(Vx,y,zeS)x=y (mod3) A y=z (mod3) = x=z (mod3)) tranzitivna je.

Dakle, ovo je relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencyje su: 8/ p={{1,4,7}.12,5},13,6} }.

Zadatak 3.

U skupu Z celih brojeva definisana je relacya (Vx,ye Z): xpy<< x=y (mod3).
[spitati osobine relacije 1 odrediti odgovarajuée klase ekvivalencye.
ReSenje:

Ovo je ustvari zadatak isti kao prethodni, ali sada nam je dat ceo skup Z pa moramo da radimo uopsteno....

U skupu Z celih brojeva definisana je relacyja (Vx,ye Z):xpy < x=y (mod3).

[spitat1 osobine relacyje 1 odrediti odgovarajuce klase ekvivalencije.

Refleksivnost

(VxeZ)x=x (mod3)) Kako jex—x=0,a0:3=0 refleksivnost vazi

Simetriénost

(Vx,yeZ)x=y (mod3)= y=x (mod3))

x=y (mod3) znati da je x— y deljivo sa 3 odnosno mozemo zapisati x— y =3k

Sad krenemo od y—x 1 malo prepravimo y—x=—(x-y)=-3k, odavde je y=x (mod3)

Znadi da simetriénost vazi.



Tranzitivnost

(Vx,y,zed)x=y (mod3) A y=z (mod3) = x =z (mod3))

x=y (mod3) znadi da je x— y deljivo sa 3 odnosno moZzemo zapisati x— y =3k

v =z (mod3) znati daje yv-z deljivo sa 3 odnosno moZzemo zapisati y—z=3p

Da dokaZzemo da je x=z (mod3).

x—z=x-y+y—z=3k+3p=3(k+ p) paje1ovodeljvo sa 3 to jest, tranzitivnost vazi!
Dokazali smo da je ovo relacyja ekvivalencije.

Sta bi bile klase ekvivalencije?

Prvu klasu bi Cinili brojevt {0,4£3,+6,29 .} a to moZzemo uopSteno zapisati {3k|k eZ}.
Nazovimo ovu klasu sa : Z, = {3k |k € Z}

Drugu klasu bi ¢inihi brojevi {...,=5,-2.1,4,7.10,__._} a nju moZemo zapisati kao £ = {3k + 1|k el
Treéu klasu bi ¢inili brojevi {....,—4,-1,2,58,11,....} 1 to zapisujemo Z, = {3k + E|k eZ}

Da rezimiramo:

Klase ekvivalencije su:

Z,=3klkeZ)
Z =P3k+l|keZ}
Z,={3k+2keZ}

a kolitnick skup je £/ p=\Z,,Z,,Z,}



